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ܥଵ, … , ܥ௜, … , ܥ௠ ൌ random variables representing failure causes 











ݔ௟,௠௔௫ ൌ upper limit value of  ௟ܺ  





ܻ|ሺ݅, ݆ሻ ൌ conditional random variable representing fatigue life given that ܯ ൌ ݅ and ܥ௜ ൌ ݆ 
ܻ|݅݊ݐ ൌ conditional random variable representing fatigue life given that ܯ ൌ ݅݊ݐ 
ܻ|ݏݑݎ݂ ൌ conditional random variable representing fatigue life given that ܯ ൌ ݏݑݎ݂ 
Φሾ·ሿ ൌ standardized Normal cumulative distribution function 








































































5) the fatigue life given that ܯ ൌ ݅݊ݐ is a conditional rv, ܻ|݅݊ݐ, with cdf ܨ௒|௜௡௧; 
6) the fatigue life given that ܯ ൌ ݏݑݎ݂ is a conditional rv, ܻ|ݏݑݎ݂, with cdf ܨ௒|௦௨௥௙; 
Fatigue Limit 
Internal nucleation 

















ܲሾܯ ൌ ݏݑݎ݂ሿ ൌ ܨ௑೗ܨ௑೟,  (1) 
while the probability of having an interior‐initiated failure is given by: 









































ܲሾܻ ൑ ݕ,ܯ ൌ ݏݑݎ݂ሿ ൌ ܲሾܻ ൑ ݕ|ܯ ൌ ݏݑݎ݂ሿ · ܲሾܯ ൌ ݏݑݎ݂ሿ ൌ ܨ௒|௦௨௥௙ܨ௑೟,  (4) 
while the probability of having an interior‐initiated failure with ܻ smaller than ݕ is given by: 
ܲሾܻ ൑ ݕ,ܯ ൌ ݅݊ݐሿ ൌ ܲሾܻ ൑ ݕ|ܯ ൌ ݅݊ݐሿ · ܲሾܯ ൌ ݅݊ݐሿ ൌ ܨ௒|௜௡௧ܨ௑೗൫1 െ ܨ௑೟൯.  (5) 
As shown in Figure 2, the events ܯ ൌ ݏݑݎ݂ and ܯ ൌ ݅݊ݐ form a partition of the set of finite lives; 
therefore, as an easy application of the Total Probability Theorem, it follows that the cdf of ܻ is 
finally given by: 




































ܨ௒|௜௡௧ ൌ Φ ൤௬ିఓೊ|೔೙೟ఙೊ|೔೙೟ ൨,  (9) 
and 






ߤ௒|௜௡௧ ൌ ܽ௒|௜௡௧ ൅ ݔ · ܾ௒|௜௡௧, 
and 
ߤ௒|௦௨௥௙ ൌ ܽ௒|௦௨௥௙ ൅ ݔ · ܾ௒|௦௨௥௙, 
where ܽ௒|௜௡௧, ܾ௒|௜௡௧, ܽ௒|௦௨௥௙ and ܾ௒|௦௨௥௙ are four constant coefficients. 
In this particular case, by taking into account Equations (7‐10), ܨ௒ finally becomes: 
ܨ௒ ൌ Φ ൤௬ି൫௔ೊ|ೞೠೝ೑ା௫·௕ೊ|ೞೠೝ೑൯ఙೊ|ೞೠೝ೑ ൨Φ ൤
௫ିఓ೉೟
ఙ೉೟
൨ ൅ Φ ൤௬ି൫௔ೊ|೔೙೟ା௫·௕ೊ|೔೙೟൯ఙೊ|೔೙೟ ൨Φ ൤
௫ିఓ೉೗
ఙ೉೗
























2) the transition stresses, ܺ௧భ, ܺ௧మ, … , ܺ௧೘షభ, are continuous rv’s; 
3) ௟ܺ , ܺ௧భ, ܺ௧మ, … , ௧ܺ೘షభ are mutually independent rv’s; 
4) the failure mode, ܯ, is a discrete rv with realizations 1,… , ݅, … ,݉; 
5) the failure causes, ܥଵ,… , ܥ௜, … , ܥ௠, are discrete rv’s; 
6) possible realizations of the ݅‐th failure cause (i.e., the rv, ܥ௜, representing all failure causes 
generating the ݅‐th failure mode) are 1,… , ݆, … , ܿ௜ with probability equal to 
݌ଵ|௜, … , ݌௝|௜, … , ݌௖೔|௜, respectively; 
7) the fatigue life given that ܯ ൌ ݅ and ܥ௜ ൌ ݆ is a conditional rv, ܻ|ሺ݅, ݆ሻ, with cdf ܨ௒|ሺ௜,௝ሻ; 














 Cause 13 
Failure mode 3 
Infinite life
Transition stress 2 

















ܲሾܯ ൌ 1ሿ ൌ ܲൣ ௟ܺ ൑ ݔ, ܺ௧భ ൐ ݔ൧ ൌ ܨ௑೗ ቀ1 െ ܨ௑೟భቁ. (12) 
With similar considerations, the probability that a specimen fails with the ݅‐th failure mode is 
given by: 
ܲሾܯ ൌ ݅ሿ ൌ ܲൣܺ௧೔షభ ൑ ݔ, ܺ௧೔ ൐ ݔ൧ ൌ ܨ௑೟೔షభ ቀ1 െ ܨ௑೟೔ቁ,  (13) 
and the probability of having a specimen that fails with the ݉‐th failure mode is given by: 
ܲሾܯ ൌ ݉ሿ ൌ ܲൣܺ௧೘షభ ൑ ݔ൧ ൌ ܨ௑೟೘షభ .  (14) 




ܲሾܯ ൌ ݅, ܥ௜ ൌ ݆ሿ ൌ ܲሾܥ௜ ൌ ݆|ܯ ൌ ݅ሿ · ܲሾܯ ൌ ݅ሿ ൌ ݌௝|௜ܨ௑೟೔షభ ቀ1 െ ܨ௑೟೔ቁ. 
The probability that a specimen fails with the ݅‐th failure mode for the ݆‐th failure cause and with a 
fatigue life smaller than ݕ is therefore given by: 
ܲሾܻ ൑ ݕ,ܯ ൌ ݅, ܥ௜ ൌ ݆ሿ ൌ ܲሾܻ ൑ ݕ|ሺܯ ൌ ݅, ܥ௜ ൌ ݆ሻሿ · ܲሾܯ ൌ ݅, ܥ௜ ൌ ݆ሿ ൌ 





































with ߤ௑೟బ ൌ ߤ௑೗ and ߪ௑೟బ ൌ ߪ௑೗. 
Similarly, the generic conditional cdf, ܨ௒|ሺ௜,௝ሻ, is given by: 
ܨ௒|ሺ௜,௝ሻ ൌ Φ ൤௬ିఓೊ|ሺ೔,ೕሻ ఙೊ|ሺ೔,ೕሻ ൨.  (17) 
In the most simple case, the location parameters linearly depend on the applied stress amplitude 
and the scale parameters are constant. In this case, Equation (17) becomes: 
ܨ௒|ሺ௜,௝ሻ ൌ Φ ൤௬ି൫௔ೊ|ሺ೔,ೕሻ ା௕ೊ|ሺ೔,ೕሻ·௫൯ఙೊ|ሺ೔,ೕሻ ൨.  (18) 
Finally, the conditional probabilities ݌௝|௜ must be considered. For each failure mode, the ݌௝|௜ must 
sum to unity (i.e., ∑ ݌௝|௜௖೔௝ୀଵ ൌ 1). Therefore the number of ݌௝|௜ that must be known is 
∑ ሺܿ௜ െ 1ሻ௠௜ୀଵ . 
If models (16) and (18) hold, then Equation (15) becomes: 
ܨ௒ ൌ ∑ Φ ቈ
௫ିఓ೉೟೔షభ
ఙ೉೟೔షభ
቉ ቆ1 െ Φ ቈ௫ିఓ೉೟೔ఙ೉೟೔




݊௣௔௥ ൌ 2݉ ൅ 3∑ ܿ௜௠௜ୀଵ ൅ ∑ ሺܿ௜ െ 1ሻ௠௜ୀଵ .  (19) 























This is the most simple case, with ݉ ൌ 1, ܿଵ ൌ 1 and ܨ௑೟బ ൌ ܨ௑೗ ൌ 1. According to Sections 3.1 
and 3.2, ܨ௑೟೘ ൌ 0 and ∑ ܲ௝|௜
௖೔௝ୀଵ ൌ 1. Since ݉ ൌ 1 and ܿଵ ൌ 1, it follows that ܲଵ|ଵ ൌ 1 and 
ܨ௑೟భ ൌ 0, and the final model is given by: 















































































As in the previous case, ݉ ൌ 1 and ܿଵ ൌ 1. However, differently from what stated in Section 4.1, 
ܨ௑೗ is smaller than 1. According to these hypotheses model (15) becomes: 











cycles to failure is infinite for values of ܨ௒ larger than Φቀ଺ି଺଴.଺ ቁ ൌ 0.5 while, if the cdf at ݔ ൌ 9 is 

















































In this case, ݉ ൌ 2 and ܿଵ ൌ ܿଶ ൌ 1. Since the fatigue limit is absent, ܨ௑೟బ ൌ ܨ௑೗ ൌ 1. According to 
what stated in Sections 3.1 and 3.2, ܨ௑೟೘ ൌ 0 and ∑ ܲ௝|௜
௖೔௝ୀଵ ൌ 1. Since ݉ ൌ 2 and ܿଵ ൌ ܿଶ ൌ 1, it 
follows that ܲଵ|ଵ ൌ ܲଵ|ଶ ൌ 1 and ܨ௑೟మ ൌ 0, and the final model is given by: 







































ܨ௒ ൌ ቀ1 െ Φ ቂ௫ି଼଴.଼ ቃቁΦ ቂ
௬ିሺଶ଴ି௫ሻ

























































As in the previous case, ݉ ൌ 2 and ܿଵ ൌ ܿଶ ൌ 1. However, differently from what stated in Section 
4.3, ܨ௑೗ is smaller than 1. According to these hypotheses model (15) becomes equal to model (11): 





























probability of having  ௟ܺ ൑ ܺ௧భ is given by: 



























































ܨ௒ ൌ ቀ1 െ Φ ቂ௫ି଼଴.଼ ቃቁΦ ቂ
௬ିሺଶ଴ି௫ሻ

































































































଴.ହ ቃ ൅ Φ ቂ
௫ି଼




different shapes. In particular, the cdf’s corresponding to ݔ ൌ 8 and to ݔ ൌ 10 have the typical 


























































In this case, ݉ ൌ 1, ܿଵ ൌ 2 and ܨ௑೗ ൌ 1. According to what stated in Sections 3.1 and 3.2, ܨ௑೟భ ൌ
0, ݌ଶ|ଵ ൌ 1 െ ݌ଵ|ଵ and the final model is given by: 




























































































In this case, ݉ ൌ 1, ܿଵ ൌ 2 and ܨ௑೗ ൌ 1. According to what stated in Sections 3.1 and 3.2, ܨ௑೟భ ൌ
0, ݌ଶ|ଵ ൌ 1 െ ݌ଵ|ଵ and the final model is given by: 
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Different causes for each failure mode and different failure modes are taken into account by 
considering an approach based on a mixture of distributions. The adaptability of the model is 
demonstrated by qualitative numerical examples. 
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